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1 Einleitung

1.1 Abstract

»Kniffel 1aBt die Kopfe rauchen. Durch geschicktes Kombinieren der
geworfenen Augen konnen Sie Thre Gewinnchancen erhéhen und eine
moglichst hohe Punktzahl erreichen. Der Spieler mit der hdchsten Summe
gewinnt.*!
Dies ist der letzte Absatz der offiziellen Spielanleitung fiir Kniffel von Schmidt Spiele.
Doch was ist ,,geschicktes Kombinieren™?
,Nehmen wir einmal an, wir haben gerade das Spiel begonnen und GGEOOE
gewlirfelt. Wie wiirden Sie handeln?* Bei einer kleinen Befragung im Bekanntenkreis
kristallisierten sich einige Hauptspielweisen heraus, aber nur einer der 15 Personen
lie mit OBE den besten Teilwurf liegen. Die Spielweise der anderen Spieler ist nicht
wirklich schlecht, wenngleich man die jeweiligen Erwartungswerte minimal geringer
sind. (O bezeichnet den leeren Teilwurf, d.h. es wird kein Wiirfel behalten)
5] 4R[S = 242,3506 (1 von 15)
O = 241,8493 (3 von 15)
OO0O®  =241,2373 (6 von 15)
0o =241,1484 (5 von 15)

Sehr interessant ist auch, dass der zweitbeste Teilwurf nicht gewahlt wurde:

(883 =242,2844

Bei der Erdffnung dieses Ergebnisses trat unter den Befragten eine Mischung aus
Verwunderung und Unglauben ein, die allerdings noch tibertroffen werden konnte:

,Nehmen wir weiter an, dass Sie mit OE& optimal ausgewdhlt haben und nun aber
nochmal den gleichen Wurf BOOBE bekommen, wie wiirden Sie nun handeln?
8 Personen wollten nun die OEE behalten, da dieser sich als optimal erwiesen hat.
Die anderen blieben bei ihrer Meinung aus dem ersten Durchgang.
Tatsdchlich hat sich die Spielsituation durch das eine Mal Wiirfeln so stark verdndert,

dass es nun das Beste wire (@ zu behalten.
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00O = 238,0018 (2 von 15)
O0O& = 237,8033 (8 von 15)
O = 237,3958 (2 von 15)
008  =237,0023 (3 von 15)
Im Folgenden wird das Wiirfelspiel Kniffel mit Hilfe des Computers untersucht und
der Erwartungswert bei optimaler Spielweise herausgefunden. Auch ergibt sich dabei,

dass diese im ersten Moment nicht nachvollziehbare Entscheidung den meisten Erfolg

bringt.

1.2 Uber diese Arbeit

Diese Arbeit entstand in Zusammenarbeit von Ralf Kdck und Dominik Kellner und hat
ihre Urspriinge in der im Januar 2008 abgegeben Facharbeit von Kick. Sie
unterscheidet sich aber von dieser in einigen Punkten. So wurde die mathematische
Vorgehensweise zwar beibehalten, der Quellcode in Python aber komplett neu
geschrieben. Neben der verstdndlicheren Struktur wurde eine Verbesserung der
Performance um circa Faktor 100 erreicht. Der bedeutenste Fortschritt betrifft jedoch
die Flexibilitdt. Mit dem neuen Code kénnen mit relativ geringem Aufwand weitere
Spielmodi und Regelvarianten berechnet werden. Auch ist ein Spiel mit gezinkten
Wiirfeln berechenbar.

Diese Arbeit liegt in den Bereichen der Wahrscheinlichkeitsrechung sowie der
Computerlagebra. Computeralgebra deshalb, weil in der unten beschriebenen
mathematischen Vorgehensweise die Moglichkeit der wirklich exakten algebraischen
Berechung liegt. Aufgrund begrenzter Rechenleistung rechnet der Programmcode nur
mit 10 Nachkommastellen, eine Rechung mit exakten Briichen wire aber mdglich,

wenn auch zeitaufwéndiger.



2 Die Spielregeln’

2.1 Klassisch

Das klassische Kniffel wird mit 5 Wiirfeln tiber 13 Runden gespielt. Dabei darf der

Spieler pro Runde drei Mal wiirfeln und nach dem jeweiligen Wurf entscheiden,

welche Wiirfel er behalten will und mit welchen er ein weiteres Mal wirft um ein

besseres Ergebnis zu erhalten. Nach dem dritten Wurf muss er ihn in eines der freien

Felder eintragen. Erfiillt dieser die Anforderungen des gewédhlten Feldes nicht, erhilt

der Spieler auch keine Punkte.

Wenn alle Felder voll sind, wird zusammengezéhlt. Sieger ist, wer die meisten Punkte

erreicht hat.

Ein Beispiel fiir die Punkteberechnung, wie sie bei der gingisten und am weitesten

verbreiteten Variante des Kniffelspiels zum Einsatz kommt:

Spieler 1 |Spieler 2 |Punkteberechnung
1 |ler 1 0 Summe der Einsen
2 |2er 8 6 Summe der Zweier
3 |3er 9 9 Summe der Dreier
4 |der 16 12 Summe der Vierer
5 |5er 20 15 Summe der Fiinfer
6 |6er 18 18 Summe der Sechser
Bonus 35 0 35 falls Summe bis hier >= 63, 0 sonst
7 | 3er-Pasch 21 26 Summe alle Wiirfel falls mindestens 3
gleiche, 0 sonst
8 |4er-Pasch 0 26 Summe aller Wiirfel falls mindestens 4
gleiche, 0 sonst
9 |Full-House 25 0 25 falls Wurf der Form xxxyy, 0 sonst
10 |Kleine StraBe |30 30 30 falls 4 Wiirfel in Folge, 0 sonst
11 |Grofe StralBe |0 40 40 falls 5 Wiirfel in Folge, 0 sonst
12 | Kniffel 0 50 50 falls alle Wiirfel gleich, 0 sonst
13 | Chance 24 17 Summe aller Wiirfel
Summe 207 249 Spieler 2 gewinnt
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2.2 Vereinfacht

Im weiteren Verlauf dieser Arbeit wird oft ein stark vereinfachtes Regelwerk benutzt,
um die verschiedenen Sachverhalte und Berechnungen iiberschaubar erkliren zu
konnen. Hierzu definieren wir das vereinfachte Kniffelspiel wie folgt:

Der vereinfachte Spielblock besitzt nur drei Zeilen: ,Nur Einser®, ,Nur Zweier” und
»Chance“. AuBerdem wird mit zwei dreiseitigen Wiirfeln gespielt und es darf nur zwei

Mal pro Zug gewtirfelt werden.



3 Das perfekte Spiel

3.1 Grundgedanken

Der besondere Reiz beim Kniffel entsteht durch die Kombination aus Gliicksspiel und
Koénnen. Das Wiirfeln ist nicht beeinflussbar, wohl aber das spielerische Handeln. Der
Mensch strickt im Laufe seiner Spielerkarriere eigene Strategien und testet diese im
Spiel auf Erfolg - klassische Heuristik. Es muss aber auch eine absolute beste
Spielweise geben.

Betrachtet man nur ein einzelnes Feld, bespielsweise die 1er, so ergeben verschiedene
Wiirfe verschiedene Punkte. Geht man die 6° Wiirfe einzeln durch, liest jeweils ihre
Punkte aus und teilt deren Summe durch in Anzahl der Wiirfe, so erhilt man einen
Erwartungswert flir das Feld der ler. Da es beim Kniffel auf die Reihenfolge der Wiirfel
nicht ankommt und somit BEGBEA gleich BBOOA ist, gibt es nur 252 verschiedene
Wiirfe:

n+k—1

me(n;k): k

{3

Da die 252 Wiirfe nicht alle gleich wahrscheinlich sind (man vergleiche die
Eintrittswahrscheinlichkeiten von GOGGGE und GOBOE), ergibt sich der
Erwartungswert der ler aus den Punktzahlen der Wiirfe gewichtet mit ihren

Eintrittswahrscheinlichkeiten.

3.2 Die Resterwartung

Wie im tédglichen Leben ist es auch beim Kniffel fatal, die Folgen einer Handlung
unberiicksichtig zu lassen. Zwar wird zunichst eine héhere Punktzahl erreicht, spater
rdcht sich dieses Fehlverhalten aber. Als Beispiel sei ein Blatt gegeben, bei dem nur
noch ler und 2er als freie Felder zur Verfiigung stehen. Der letzte Wurf offenbart
OBOOE. Kurzsichtig gedacht erhdlt man fiir einen Eintrag in das ler-Feld 3 Punkte,
fiir einen Eintrag bei den 2ern aber 4 Punkte. Somit wére im ersten Moment letzteres
die bessere Wahl.

Beim Kniffel muss aber tiber das ganze Spiel gedacht werden, denn eine Eintragung in
ein Feld dndert die nachfolgende Spielsituation. Eine Verdnderung, die beriicksichtigt
werden muss.

In diesem Fall wiirde man somit die 3 Punkte fiir den Eintrag in das Feld ler + den
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Erwartungswert fiir das restliche Spiel, ,nur 2er frei“= 4,2130°. Insgesamt wiren das
7,2130 Punkte. Bei einem Eintrag in das Feld 2er ergeben sich 4 Punkte fiir den
direkten Eintrag + 2,1065* Punkte fiir ,nur ler frei* insgesamt 6,1065 Punkte. Auf das
gesamte Spiel gesehen ist somit der Eintrag in das ler Feld besser, obwohl im ersten

Moment weniger Punkte erhalten werden.

Um diese Erwartungswerte berechnen zu konnen waren zwei wichtige Tipps von Felix
Holderied® nétig:

Zum einen ist fiir das restliche Spiel - am bisherigen kann eh nichts mehr gedndert
werden - allein wichtig, welche Felder noch frei sind, wobei unerheblich ist, welcher
der moglichen Werte in einem bereits belegtem Feld steht. Daraus ergeben sich die
Zustdnde 1 fiir belegt und 0 fiir frei fiir jedes Feld des Kniffelblocks. Einzige Ausnahme
bildet der Bonus. Die aktuelle Summe der obersten sechs Felder, der fiir die
Berechnung des Bonus wichtig ist, wird durch diese Vereinfachung unterschlagen. Zur
Losung des Problems wird diese Summe, im Folgenden Bonus genannt, zusatzlich
gespeichert. Hierbei ist eine Unterscheidung nur von 0 bis 63 notwendig, da ab 63 die
35 Bonuspunkte bereits erhalten wurden und kein zweites Mal erhalten werden
konnen. Insgesamt ergeben sich aus 13 Feldern mit den Moglichkeiten belegt und frei
und den 64 Boni insgesamt 2°-64 = 524288 Situationen. Jeder dieser Situationen
kann eine Resterwartung zugeordnet werden, die iiber das gesamte Spiel immer
wieder bendtigt wird. Einige dieser Situationen sind jedoch spielerisch nicht

erreichbar, als Beispiel sei hier ein leeres Blatt mit einem Bonus von 63 genannt.

Die ziindende Idee zur Berechung des Erwartungswerts fiir jede Situation kam
wiederum von Felix Holderied®:

,Der Trick dabei ist, dass man von hinten nach vorn denken muss. Also wenn das Spiel
zu Ende ist, ist der Erwartungswert = der erreichten Punkte.“

Anders formuliert ist der Erwartungswert fiir den Rest des Spieles gleich 0, wenn alle
Felder bereits ausgefiillt sind. Durch diese Annahme kénnen alle Erwartungswerte fiir
Situationen mit einem freien Feld berechnet werden. Sollten diese berechnet sein, ist
es mit diesem Wissen moglich die Erwartungswerte fiir zwei freie Felder zu

berechnen. Diesen Vorgang setzt man so lange fort, bis die anfangliche Situation, das

Wert durch spitere Computerberechnung ermittelt

Wert durch spitere Computerberechnung ermittelt

Felix Holderied ist Diplominformatiker und Autor der Seite http://holderied.de
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leere Blatt, erreicht ist.

Die folgende Grafik veranschaulicht die Erwartungswerte des vereinfachten Spiels und
deren Abhédngigkeiten. Eine gleichartige Grafik des Standardspieles wiirde 14
Einheiten breit und 13 Einheiten hoch sein und insgesamt 8192 Werte enthalten -

ohne Bonus, der das ganze noch zusatzlich mit Faktor 64 aufbldhen wiirde.

O T
E(f, f, b) E(f, b, b)
3,9012 1,111
O O
E(f, f, f) E(f, b, f) E(b, f, b) E(b, b, b)
9,4618 6,3265 2,2222 0
T T
Eb,f,f) |/ N Eb,b,f)
7,5857 4,6667

Abbildung 1: Erwartungswerte und deren Abhdngigkeiten beim vereinfachten Spiel

Die Bezeichnungen setzen sch aus b fiir belegt und f fiir frei sowie der Stelle der
Eintragung zusammen. Hier steht die erste Stelle im Tupel fiir ,,1er*, die zweite fiir

,2er und die dritte fiir ,,Chance®.

3.3 Auswihlen und Zuriicklegen

Interessant wird Kniffel durch die Komponente ,,Kénnen*. Betrachtet man ein Beispiel
aus dem vereinfachten Spiel (Kapitel 4):

Gegeben sei ein Blatt, bei dem nur noch ler und 2er als freie Felder zur Verfiigung
stehen (Chance ist bereits belegt). Der letzte Wurf offenbart 0. Der Mensch hat hier
die Wahl zwischen einem Eintrag in die Felder ler oder 2er. Unter Beriicksichtigung
der Resterwartungswerte ergeben sich fiir einen Eintrag

in ler: 1,0000 + E(b, f, b) = 1,0000 + 2,2222 = 3,2222

in 2er: 2,0000 + E(f, b, b) = 2,0000 + 1,1111 = 3,1111

in Chance: nicht méglich

Es gibt aber auch eine Auswahl des Teilwurfs, ndmlich dann, wenn noch gewtirfelt
werden darf. Durch das Festsetzen eines Teilwurf mit nochmaligem Wiirfeln der
verbleibenden Wiirfel kann ein Spieler auch hier sein Kénnen unter Beweis stellen
und richtig handeln. Um das Optimum herauszufinden, gilt es die einzelnen

moglichen Teilwiirfe nacheinander durchzugehen, den Besten zu suchen und



auszufiihren.

Wurf 1 Q) 9.1065 Wurf 2
® 8,9191
(39,5857 O

9,2711 g B 2+7,5857 in 1er
B 9,2711 ) 9,1294 g B 1+7,5857in 1er
Q (JE)9,1294 (39,5857 g (&E) 1 +7,5857in 1er
94619 E) 10,3265 O 8,5857 91 OO 4 +6,3265in 2er
@) 9,2711 O 8,5857 g @) 5 +3,9012 in Chance
)6 9,9012 ) 10,3265 91 )G 6 +3,9012 in Chance
)6 8,9012
)6 9,9012
Zuordnung des Wurfes ‘_ Erw artungsw erte ‘_ Punkteerw artungen beim

zur besten Teilmenge der Teilw urfe Eintrag in das beste Feld

Abbildung 2: Schema bei einmaligem Zuriicklegen

Diese Ubersicht geht vom leeren Blatt aus. Nun kann von 2. Wurf, nachdem
eingetragen werden muss, riickwdrts bis zum Erwartungswert zuriickgerechnet
werden:

Zunichst miissen die moglichen 6 Wiirfe bei Wurf 2 einzeln auf ihre Punkteerwartung
wie oben beschrieben untersucht und je einer Punkteerwartung fiir das beste Feld
zugeordnet werden.

Im nichsten Schritt erhdlt jeder mdgliche Teilwurf einen Erwartungswert. Dieser
errechnet sich aus den Punkten der mdglichen resultierenden Wiirfen gewichtet mit
ihrerAuftrittswahrscheinlichkeit.

Als Beispiel dient hier ,,kein Wiirfel wird behalten* (O):

1 2 2 1 2 1
9,5857-§+ 8,5857-54-8,5857 -§+ 10,3265 -§+8,9012-§+9,9012 ) = 9,1065

Die anderen Teilwiirfe Errechnen sich analog.

In einem dritten Schritt werden den méglichen Wiirfen aus Wurf 1 durch Vergleich je
der beste Teilmenge zugeordnet.

Im Fall 0O sind die méglichen Teilwiirfe O, B und GO, wobei BA den héchsten
Erwartungswert hat und somit die beste Wahl hier ist. Analog ergeben sich auch hier
die anderen Wiirfe.

Zur Berechnung des Erwartungswertes fiir die aktuelle Situation E(f, f, f) werden die
Erwartungswerte fiir Wurf 1 gewichtet mit ihrer Eintrittswahrscheinlichkeit

summiert.

1 2 2 1 2 1
9,5857-§+ 9,2711-§+9,1294-§+ 10,3265-54—9,2711 9 +9,9012-§=9,4619
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4 Das vereinfachte Spiel

Das Kniffelspiel ist zu komplex, als dass es in seiner Gesamtheit hindisch
durchgerechnet werden kann. Durch die starke Vereinfachung des Spiels aus
Kapitel 2.2 kann die Vorgehensweise per Hand aufgezeigt werden. Der Computer geht
spater beim klassischen Spiel nach dem gleichen Muster vor. Der einzige Unterschied
besteht darin, dass er eine wesentlich groRere Anzahl an Werten berechnet und
vergleicht. Um die Uberschaubarkeit der Rechnung zu gewéahrleisten wird mit nur 4
Nachkommastellen gerechnet.

Durch die Vereinfachung kénnen nur noch folgende Wiirfe erreicht werden:

Wurf 0O 0O 0 VO O &85

Eintrittswahrscheinlichkeit 1 2 2 1 2 1
9 9 9 9 9 9

Des Weiteren ergeben sich folgende Teilwiirfe:

Wurf 0O 0O 0O OO B3 B

Teilwiirfe 0O 0O 0O OO B3 B
O © © © © ©
O © ©® O ® O

O O O
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Die Vorgehensweise je Situation ldsst sich mit folgender Ubersicht darstellen:

Wiederhole fiir jeden méglichen Wurf cast

Wiederhole fir jede freie Zeile row

Berechnung der Summe aus den Punkten bei Eintragung des Wurfes cast in die
Zeile row und der Resterwartung der dadurch entstehenden Situation

Eintrag der besten Zeile in unsere Tabelle

Wiederhole fiir jedes Zurticklegen

Wiederhole fiir jeden méglichen Wurf cast

Wiederhole fiir jeden moglichen Teilwurf subset

Wiederhole fiir jede mdgliche Venwllstandigung possible cast

Berechnung des Produktes aus dem aktuellen Erwartungswert
des Wurfes (siehe Tabelle) und seiner Auftrittswahrscheinlichkeit

Ermittlung des Erwartungswertes des Teilwurfes als Addition der vorher
berechneten Produkte

Eintrag des besten Teilwurfes in eine neue Tabelle

Ersetzen der alten Tabelle durch die soeben neu berechnete

Berechnung der Resterwartung der Situation als Summe der Erwartungswerte der einzelnen
Wirfe (aus der aktuellen Tabelle) gewichtet mit ihrer Auftrittswahrscheinlichkeit

Abbildung 3: Schablone fiir die Berechnung der Resterwartung

4.1 Ein freies Feld

Jedem der sechs moglichen Wiirfe ist der auf das gesamte Spiel gesehen maximale
Punkteerwartungswert zuzuweisen. Dazu wird der Wurf fiktiv in jedes freie Feld
eingesetzt und der Wert, den er fiir diesen Eintrag bekommen wiirde, zum
Erwartungswert fiir die daraus entstandene Spielsituation addiert. Ein Vergleich

bringt den héchstmoglichen Wert, der dem Wurf zuzuordnen ist.

Fall (f, b, b)

Fiir @0 ergeben sich folgende Eintragungsmoglichkeiten:

(f, b, b; @) in 1er: 2,0000 + E(b, b, b) = 2,0000 + 0,0000 = 2,0000

(f, b, b; @O) in 2er: nicht moglich

(f, b, b; @B) in Chance: nicht méglich

Da hier nur der Eintrag in das ler-Feld mdglich ist, ergibt sich fir GO der
héchstmdgliche Wert 2,0000.
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Durch Fortfiihren dieses Vorgehens erhilt man fiir die sechs méglichen Wiirfe jeweils
die Punkteerwartungen beim Eintrag in das beste Feld:

P(f, b, b; ©O) = 2,0000 in 1er

P(f, b, b; ©E) = 1,0000 in ler

P(f, b, b; @) = 1,0000 in ler

P(f, b, b; @O) = 0,0000 in ler

P(f, b, b; OE) = 0,0000 in ler

P(f, b, b; @E) = 0,0000 in ler

Fiir die Berechung ist jeweils nur der Wert notwendig, das Eintragungsfeld ist
vernachlissigbar, wird aber hier zur besseren Nachvollziehbarkeit mit angeftihrt.

Nun gehen wir einen Wurf zuriick und betrachten alle Teilmengen nacheinander und
ordnen jeder einen Erwartungswert zu. Dieser errechnet sich als Mittelwert aus den

Punkten der erreichbaren Wiirfe gewichtet mit ihrer Eintrittswahrscheinlichkeit.
Kein Wiirfel wird behalten (O):
1 2 2 1 2 1

T(f,b,b,D)=[3[3 5 + (B3 g + (B 5 + B0 5 + B0 5 + (@6 5

1 2 2 1 2 1
= 2,0000-—+1,0000-—+1,0000-—+0,0000-—+0,0000-—+ 0,0000-— = 0,6667

9 9 9 9 9 9
Im Fall, dass O behalten wird, konnen nur die Wiirfe 00, 0O und O erreicht

werden. Daraus ergibt sich fiir diesen Teilwurf:

1 1 1
T(f,b,b;0) =00 - +0O = +B@ =
3 3 3
1 1 1
= 2,0000-5+1,OOOO-§+1,0000-§ = 1,3333

Die anderen Werte errechnen sich auf gleiche Weise:
T(f, b, b; O) = 0,6667
T(f, b, b; ©) = 1,3333
T(f, b, b; ©3) = 0,3333
T(f, b, b; &) = 0,3333

T(f, b, b; ) = 2,0000
T(f, b, b; @) = 1,0000
T(f, b, b; OE) = 1,0000
T(f, b, b; ©O) = 0,0000
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T(f, b, b; @) = 0,0000
T(f, b, b; ) = 0,0000

Fiir den Fall, dass beide Wiirfel behalten werden, kénnen die Werte aus der obigen

Tabelle ausgelesen werden, da sich die Situation nicht verdndern kann.

Um die beste Teilmenge je Wurf zu bestimmen, ist eine Untersuchung der méglichen
Teilmengen eines Wurfs nétig. Der Wurf GO hat die Teilmengen O, © und B0, von
denen (BB mit 2,0000 den hochsten Erwartungswert besitzt.

Analog ergeben sich durch einfachen Vergleich die besten Spielweise fiir alle Wiirfe:

B(f, b, b; ©O) = 2,0000 bei OO

B(f, b, b; BO) = 1,3333 bei &
B(f, b, b; OE) = 1,3333 bei &
B(f, b, b; BO) = 0,6667 bei O
B(f, b, b; OE) = 0,6667 bei O
B(f, b, b; @) = 0,6667 bei O

Auch hier wird fiir die Berechnung jeweils nur der Wert benétigt, der beste Teilwurf,
der Dbehalten wird, ist vernachldssigbar wird aber hier zu besseren

Nachvollziehbarkeit mit angefiihrt.

Der Erwartungswert fiir diese Situation (f, b, b) vor dem 1. Wurf kann durch einfache
Wahrscheinlichkeitsbetrachtung ermittelt werden. Wird GO gewiirfelt, behdlt man
GO und erhilt im Mittel 2,0000 Punkte. Durch die jeweilige Gewichtung mit der
Eintrittswahrscheinlichkeit ist der Erwartungswert fiir diese Situation errechenbar.
Dieser Wert wird fiir die Auswahltabelle der Situationen mit 2 freien Feldern benétigt.

E(f,b,b)=999l +@®§ +®®§ +®®é +®®§ L@E0 2

9
1 2 2 1 2 1

= 2,0000-— +1,3333-=+1,3333-= +0,6667-—+ 0,6667-~+0,6667 - —
0000- 5 +1,3333-5+1,3333- 5 40,6667 5 +0,6667- 5 +0,6667- 5

1
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Die Resterwartungswerte fiir anderen beiden Situationen werden auf gleiche Weise

berechnet. Somit ergeben sich:

E(f, f, b) E(f, b, b)
? 1,1111
Eff,f) V| Efbf) Eb,f,b) |  \| Eb,b,b)
? ? 2,2222 0
E(b, f, f) E(b, b, f)
? 4,6667

Abbildung 4: Erwartungswerte nach Berechnung aller Fdlle mit einem freien Feld

4.2 Zwei freie Felder
Da fiir die maximalen Punkte die nachfolgende Situation berticksichtigt werden muss,
kénnen zwei leere Felder erst berechnet werden, wenn die méglichen nachfolgenden

Situationen mit einem leeren Feld errechnet wurden.

Fall (f, f, b)

Da es hier eine Wahl gibt, wird durch Vergleich der héchste Gesamtwert bestimmt und
dem Wurf zugeordnet. Fiir OO ergeben sich folgende Eintragsmdoglichkeiten:

(f, £, b; ©O) in 1er: 2,0000 + E(b, £, b) = 2,0000 + 2,2222 = 4,2222

(f, £, b; ©O) in 2er: 0,0000 + E(f, b, b) = 0,0000 + 1,1111 = 1,1111

(f, f, b; @0) in Chance: nicht méglich

Somit ergibt sich als die Punkteerwartungen beim Eintrag in das beste Feld fiir die alle
Wiirfe:

P(f, f, b; ©0O) = 4,2222 in 1er

P(f, f, b; ©O) = 3,2222 in 1er

P(f, f, b; ©®) = 3,2222 in 1ler

P(f, f, b; @O) = 5,1111 in 2er

P(f, f, b; O@®) = 3,1111 in 2er

P(f, f, b; @) = 2,2222 in 1er

15



Die Teilwiirfe werden auf gleiche Weise wie mit einem freien Feld berechnet:
T(f, f, b; O) = 3,4074
T(f, f, b; ©) = 3,5555
T(f, f, b; @) = 3,8148
T(f, f, b; @) = 2,8518
T(f, f, b; O0O) = 4,2222
T(f, f, b; OO) = 3,2222
T(f, f, b; OO) = 3,2222
T(f, f, b; OO) = 5,1111
T(f, f, b; OB) = 3,1111
T(f, f, b; @B) = 2,2222

Die beste Spielweise fiir die einzelnen Wiirfe ergibt sich wieder durch einfachen
Vergleich:

B(f, f, b; ©O) = 4,2222 bei 0O

B(f, f, b; ©O) = 3,8148 bei O

B(f, f, b; ) = 3,5555 bei O

B(f, f, b; OO) = 5,1111 bei OO

B(f, f, b; OE) = 3,8148 bei O

B(f, f, b; D) = 3,4074 bei O

Der Erwartungswert wird hier auf die gleiche Weise berechnet wie im vorherigen Fall
mit einem freien Feld und ergibt sich als:

E(f, f,b) = 3,9012

16



Die Resterwartungswerte fiir anderen beiden Situationen werden auf gleiche Weise

berechnet. Somit ergeben sich:

Y o
E(f, f, b) E(f, b, b)
3,9012 1,1111
E(f, f, f) E(f, b, f) E(b, f, b) E(b, b, b)
? 6,3265 2,2222 0
~___ .
E(b, , f) E(b, b, f)
7,5857 4,6667
~___ .

Abbildung 5: Erwartungswerte nach Berechnung aller Fdlle mit zwei freien Feldern

4.3 Drei freie Felder

Im groRen Finale kann nun die Situation, bei der alle drei Felder frei sind, aufgrund
des Vorwissens berechnet werden. Der Vorgang verhilt sich vollkommen analog zu

den bisher gezeigten Rechnungen, weshalb hier lediglich die Zwischenergebnisse

genannt werden.

P(f, f, f; ©13) = 9,5857 in ler

P(f, f, f; @) = 8,5857 in ler

P(f, f, f; ©) = 8,5857 in ler

P(f, f, f; @) = 10,3265 in 2er
P(f, f, f; OE) = 8,9012 in Chance
P(f, f, f; @) = 9,9012 in Chance

T(f, f, b; O) =9,1065
T(f, f, b; 3) = 8,9190
T(f, f, b; @) =9,2711

T(f, f, b; ) =9,1294
T(f, f, b; @) = 9,5857
T(f, f, b; @O) = 8,5857
T(f, f, b; ©) = 8,5857
T(f, f, b; OO) = 10,3265
T(f, f, b; OE) = 8,9012
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T(f, f, b; @) =9,9012

B(f, f, b; ©®O) = 9,5857 bei BB
B(f, f,b; ©83) =9,2711 bei O
B(f, f, b; OE) = 9,1294 bei &
B(f, f, b; OO) = 10,3265 bei OO
B(f, f,b; ©E) =9,2711 bei O
B(f, f, b; &) = 9,9012 bei D&

Der Erwartungswert fiir das leere Blatt E(f, f, f) ist der Erwartungswert bei optimaler
Spielweise fiir das gesamte Spiel.

E(f,f,f) =9,4618

Das auf die vereinfachte Situation umgeschriebene Computerprogramm liefert den
Wert 9,4618706498, der hier bis auf die letzte Kommastelle erreicht wird. Eine

Berechnung per Hand ist folglich méglich und richtig.
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5 Implementierung in Python

5.1 Einleitung

Bei den Gedanken und ersten Zeilen Code zur Facharbeit von Ralf Kdck wurde uns
schnell klar, dass wir viele Teile sehr allgemein programmieren kénnen. Wir gingen
dazu iiber, den Code zur Berechnung der Resterwartungswerte von jeglicher Kenntnis
iber die Spielregeln, ja sogar iiber Anzahl und Art der verwendeten Wiirfel, zu
befreien und diese speziellen Dinge auszulagern. So entstand die Aufteilung in zwei
Module: core und modes. In core befindet sich der variationsunabhéngige Code
zur Berechnung der Resterwartungen, in modes wird diese Codebasis um die
speziellen Regelkonstrukte und Punkteschemata erweitert.

Zur Verbesserung der Performance kam regelmiRig der Python Profiler zum Einsatz.
Mit seiner Hilfe war es ein leichtes, tibermaRige Zeitfresser ausfindig zu machen und
durch schnellere Code-Konstrukte zu ersetzen. Letztlich brachte die Verwendung der
Psyco-Bibliothek” einen enormen Geschwindigkeitszuwachs - auf unseren Rechnern

konnten wir dadurch die Ausfithrungszeit auf etwa ein Drittel reduzieren.

5.2 Uberblick

Der Quellcode ist auf zehn Dateien in zwei Ordnern aufgeteilt:

core/

common.py Allgemeine Funktionen, die an vielen Stellen genutzt werden.

worker.py Weitgehend abstrahierter Code zur Berechnung von
Resterwartungswerten in Kniffel-dhnlichen Spielsystemen.

modes/

cheat.py Implementierung des Standard-Spiels mit gezinkten Wiirfeln.

Dieser Code soll lediglich die Machbarkeit zeigen, wir
verzichten daher auf detaillierte Kommentare und
tiefgreifende Funktionalitat.

multiple_yahtzee.py |Eine gern gespielte Regelvariation, bei der man bei erneutem
Wiirfeln eines Kniffels diesen in ein beliebiges Feld fiir 100
Punkte eintragen kann.

simple.py Das einfache Spiel aus Kapitel 4.

standard.py Implementierung des Standard-Regelwerks aus Kapitel 2.1.

7 http://psyco.sourceforge.net/
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/

best_choice.py Gibt die beste Entscheidung in der gegebenen Spielsituation
aus.

Beispiel: . /best_choice.py standard 524224
,1,2,3,5 0

calc_expvals.py Berechnet alle Resterwartungswerte der angegebenen
Spielvariante und speichert diese in modes/MODUS.expvals.

query_expval.py Gibt den gewiinschten Resterwartungswert aus.

tests.py Fiihrt mehrere Tests aus, um die Funktionalitit des

Programms zu (berpriifen. Dieses Script sollte nach
Anderungen am Quellcode immer ausgefiihrt werden, um
Fehler frithzeitig zu erkennen.

Zur Benutzung der Skripte im Wurzelverzeichnis lesen Sie bitte die Datei

README . txt.

5.3 Datenstrukturen

Da wir sehr oft Werte in Abhéngigkeit der Spielsituation berechnen, brauchen wir
einen Weg, diese eindeutig speichern zu konnen. Aus diesem Grund legen wir fest,
dass die Reihen des Spielblocks mit 2er-Potenzen durchnummeriert werden miissen.
Eine Situation kann damit eindeutig durch Addition ihrer freien Reihen definiert
werden. Deutlich wird dieser Sachverhalt, wenn man sich den Vorgang im
Bindrsystem vorstellt. Durch die Einschriankung der Reihen-Nummern auf 2er-
Potenzen ist bei diesen Zahlen jeweils nur ein Bit belegt. Durch Addition mit den
anderen Reihen-Konstanten bleibt dieses Bit erhalten, da alle anderen Reihen an
dieser Stelle ein 0-Bit haben. Beim Standardmodus beginnen wir mit der
Nummerierung bei 2° . Die ersten 6 Bit ( 2° bis 2° ) sind hier fiir den Bonus
reserviert.

Des Weiteren miissen wir Wiirfe und Teilwiirfe eindeutig speichern kénnen. Hierzu
legen wir fest, dass ein Wurf ein aufsteigend sortiertes Tupel seiner Augenzahlen ist.

Diese konnen in Python sogar als Schliissel fiir assoziative Arrays verwendet werden.
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5.4 Zusammenspiel von Worker und Spielmodus

Worker — StandardMode
- _expvals - _scores
+ NUM DICE + NUM DICE
+ DIE VALUES + DIE_VALUES
+ TRIALS + TRIALS
+ ROWS + ROWS
- _calculateExpVal(situation) - _calculateScore(cast, row, situation)
- calculateProbability(cast) - _bonus(score, bonus)
- _emptyRows(situation) - _score(cast, row, situation)
score(cast, row, situation)
+ expVal(situation)
+ bestChoice(situation, cast, trial)

Abbildung 6: Vereinfachtes Klassendiagramm

Abbildung 6 verdeutlicht das Zusammenspiel der abstrakten Worker-Klasse mit der
speziellen Regeldefinition im Spielmodus. Die blau markierten Attribute und
Methoden im Worker miissen zwingend vom Spielmodus implementiert werden.

Die Worker-Klasse ist das eigentliche Arbeitstier, wenngleich sie alleine nichts
berechnen kann. Ihr fehlen dazu Informationen iiber die verwendeten Wiirfel, den
Spielblock und die Punkte, die man fiir das Eintragen von Wiirfen in bestimmte Zeilen
bekommt. Dieses Wissen stellt der Spielmodus iiber die vier Attribute NUM_DICE,
DIE_VALUES, TRIALS und ROWS und der Methode _score zur Verfiigung.

Die Berechnung der Resterwartungswerte erfolgt in der Methode
_calculateExpVal. Diese erwartet eine Spielsituation als Argument. Der Ablauf
orientiert sich streng am Ablaufdiagramm in Abbildung 3 auf Seite 12.
_calculateProbability und _emptyRows sind lediglich Hilfmethoden, die
zur Berechnung des Resterwartungswertes mit herangezogen werden.

Alle weiteren Attribute und Methoden, auf die Sie beim Studium der worker.py
stoBen werden, dienen entweder der Ausgabe oder bieten erweiterte Funktionalitit.
Diese werden aus Griinden der Ubersichtlichkeit hier nicht gesondert erldutert, da sie

keinen Einfluss auf die Berechnung haben.
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5.5 Die Spielmodi

Jede Quellcode-Datei im modes-Modul stellt einen eigenen Spielmodus bzw. eine
eigene Regelvariante dar. Die Klassen dieses Moduls erweitern die Worker-Klasse um
spezielle Methoden, vor allem aber iiberschreiben sie folgende Attribute und

Methoden der Worker-Klasse:

ROWS Die Zeilen des Kniffelblocks. Dieses Attribut muss ein Tupel
aus 2er-Potenzen sein.

NUM _DICE Die Anzahl der Wiirfel.

DIE_VALUES Ein Tupel mit den Augenzahlen der Wiirfel. Es ist also auch
mdglich, mit ungewdhnlich beschrifteten Wiirfeln zu spielen.

TRIALS Bestimmt, wie oft zuriickgelegt werden darf.

_score Diese Methode bildet Situation, Wurf und Zeile auf eine

Punktzahl und die daraus resultierende Spielsituation ab. Sie
muss vom Spielmodus implementiert werden, da nur hier
Kenntnis tiber die Punktevergabe besteht.

Diese vier Attribute und die eine Methode sind das Minimum, was ein Spielmodus zur
Verfligung stellen muss, damit dieser berechenbar ist. Ein schones Beispiel hierfiir ist

das vereinfachte Spiel (modes/simple.py).
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6 Ausblick

6.1 Varianten

Wie bereits angesprochen, haben wir bei der Entwicklung auf gréRtmdgliche
Flexiblitdt geachet. Die Worker-Klasse selbst ist so abstrahiert, dass mit ihr unzdhlige
Kniffel-dhnliche Spiele berechnet werden kénnen. Hierfiir finden sich im Ordner
modes einige Beispiele. Ideen fiir weitere Regelvarianten wiren z.B. das Spiel mit
mehreren Spalten gleichzeitig oder die Einfithrung einer zweiten Chance. Ebenso
interessant ist die Untersuchung des Spiels mit gezinkten Wiirfeln zur Klarung der
Frage, wie man die Wahrscheinlichkeiten der einzelnen Seiten wéhlen muss, um ein

optimales Ergebnis zu erhalten.

6.2 Graphische Oberflichen und weitere
Anwendungsméglichkeiten

Die von uns entwickelten Kommandozeilen-Tools sind bestenfalls funktionsfihig und
niitzlich, aber wenig hiibsch anzusehen. Dennoch ist es mit unserer Vorarbeit ein
leichtes, schone bunte Oberflachen fiir beliebige Kniffel-Spiele zu schreiben. Denkbar
wiére z.B. auch ein Kniffel-Trainer, der dem ,Spieler” bestimmte Spielsituationen
vorsetzt und ihn fragt, wie er bei bestimmten Wiirfen handeln wiirde. Seine
Abweichung von der optimalen Spielweise konnte als Handicap betrachtet werden -

damit wire es sogar mdglich Spielstirken von Kniffelspielern zu ermitteln.
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